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PREFACIO

Estamos colocando a disposicdo dos colegas professores € aos
interessados em estatistica de modo geral este livro de Estatistica Inferencial.
O conteudo deste livro apresenta os conceitos basicos de Inferéncia
Estatistica que possibilita aos estudantes de graduagdo adquirir 0s
conhecimentos essenciais sobre esta disciplina. A abordagem mais uma vez
€ essencialmente académica, 0s conteudos sao acompanhados de
exercicios resolvidos e propostos para ajudar na consolidacdo da parte
conceitual.
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Capitulo 1

Inferéncia Estatistica e
Amostragem



1.1 DEFINICAO DE INFERENCIA ESTATISTICA:

Inferéncia estatistica € uma area da Estatistica cujo objetivo € fazer afirmaces a partir de um
conjunto de valores representativos (amostra) sobre um universo e se assume que a amostra é muito
maior do que o conjunto de dados observados. Esta afirmacéo deve sempre vir acompanhada de
uma medida de precisdo sobre sua veracidade. Para realizar este trabalho, o estatistico coleta
informacdes de dois tipos: experimentais (as amostras) e aquelas que obtém na literatura. As duas
principais escolas de inferéncia séo a inferéncia frequentista (ou classica) e a inferéncia bayesiana.

1.2 DEFINICOES BASICAS

Abaixo, algumas defini¢des utilizadas em Inferéncia Estatistica sdo apresentadas:
Variavel Aleatéria:

. Caracteristico numérico do resultado de um experimento.

. E a Funcdo que associa a cada elemento do espaco amostral um nimero real.

Populagéo e Amostra:

. Populacdo é o conjunto de todos os elementos ou resultados de um problema que esta
sendo estudado.

. Amostra é qualquer subconjunto da populagdo que contém os elementos que podem ser
observados e é onde as quantidades de interesse podem ser medidas.

Parametros:

. Caracteristica numérica (desconhecida) da distribuicdo dos elementos da populacéo.
Estimador:

. E a Funcdo da amostra, construida com a finalidade de representar, ou estimar um
parametro de interesse na populagao.

Estimativa:

. Valor numérico que um estimador assume

Exemplo:

A distribuicdo da altura da populacdo brasileira adulta pode ser representada por um
modelo normal (embora as alturas n&o possam assumir valores negativos). Neste caso, temos como
interesse estimar os parametros média e variancia dessa distribuic&o.

. Solugéo 1: Medir a altura de todos os brasileiros adultos.

. Solugdo 2: Selecionar de forma aleatéria algumas pessoas (amostra), analisa-las e inferir
propriedades para toda a populacao.

1.3 TECNICAS DE AMOSTRAGEM

As Técnicas de Amostragem atuam no estudo de um pequeno grupo de elementos retirado de uma
populagcdo que se pretende conhecer. Esses pequenos grupos retirados da populagdo séo
chamados de Amostras.

Veremos a sequir as principais técnicas de amostragem, divididas em probabilisticas e n&o-
probabilisticas:

1.3.1 TECNICAS PROBABILISTICAS (ALEATORIAS)

As técnicas probabilisticas garantem a possibilidade de realizar afirmacées sobre a populagdo com
base nas amostras. Normalmente, todos os elementos da populagdo possuem a mesma
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probabilidade de serem selecionados. Assim, considerando N como o tamanho da populacéo, a
probabilidade de cada elemento ser selecionado sera 1/N. Estas técnicas garantem o acaso na
escolha.

S&o técnicas probabilisticas:
. Amostragem Aleatoria Simples

Amostragem Aleatéria Simples € o processo mais elementar e freqlentemente utilizado. Ela pode
ser realizada a partir da numeracéo dos elementos da populagédo de 1 a n e sorteando, por meio de
um dispositivo aleatério qualquer, X niumeros dessa seqléncia, que corresponderdo aos elementos
pertencente a amostra.

Exemplo

Obter uma amostra representativa de 10% de uma populagéo de 200 alunos de uma escola.
19) Numerar os alunos de 1 a 200;

2°) Escrever os numeros de 1 a 200 em pedacos de papel e coloca-los em uma urna;

3°) Retirar da urna 20 pedacos de papel, um a um, formando a amostra da populacéo.

Nesta técnica de amostragem, todos os elementos da populacdo tém a mesma probabilidade de
serem selecionados: 1/N, onde N é o numero de elementos da populagéo.

. Amostragem Estratificada

Quando a populagéo possui caracteristicas que permitem a criagdo de subconjuntos, as amostras
extraidas por amostragem simples s&o menos representativas. Nesse caso, a amostragem
estratificada ¢ utilizada.

Como a populacdo se divide em subconjuntos, convém que o sorteio dos elementos leve em
consideracédo tais divisbes para que os elementos da amostra sejam proporcionais ao nimero de
elementos desses subconjuntos. Observe a figura abaixo:

Figura 01: Relac&o entre populag&o e amostra

Populacao

Amostra

10%

B Alunos
O Professores
[ Colaboradores

Exemplo

Em uma populacdo de 400 alunos, ha 240 meninos e 160 meninas. Extraia uma amostra
representativa de 10% dessa populacéo.

Nesse exemplo, ha uma caracteristica que permite identificar 2 subconjuntos, a caracteristica Sexo.
Considerando essa divisdo, vamos extrair a amostra da populagéo.
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Tabela-1: Relac&o entre Populacdo e Amostra.

SEXO POPULACAO AMOSTRA (10%)
240

Masculino 24
Feminino 160 16
Total 400 40

Portanto, a amostra deve conter 24 alunos do sexo masculino e 16 do sexo feminino, totalizando 40
alunos, que correspondem a 10% da populacéo.

Para selecionar os elementos da populagdo com o objetivo de formar a amostra, podemos executar
0S seguintes passos:

1°) Numerar os alunos de 1 a 400, sendo os meninos numerados de 1 a 240 e as meninas, de 241 a
400;

2°) Escrever os numeros de 1 a 240 em pedacos de papel e coloca-los em uma urna A;
3°) Escrever os numeros de 241 a 400 em pedacos de papel e coloca-los em uma urna B;

4°) Retirar da urna A 24 pedacos de papel, um a um, € 16 da urna B, formando a amostra da
populacéo.

S&0 exemplos desta técnica de amostragem as pesquisas eleitorais por regido, cidades pequenas e
grandes, area urbana e area rural, sexo, faixa etéria, faixa de renda, etc.

. Amostragem Sistematica

Esta técnica de amostragem € aplicada em populacdes que possuem os elementos ordenados em
gue ndo ha a necessidade de construir um sistema de referéncia. Nesta técnica, a selecédo dos
elementos que compordo a amostra pode ser feita por um sistema criado pelo pesquisador.

Exemplo

Obter uma amostra de 80 casas de uma rua que contém 2000 casas. Nesta técnica de amostragem,
podemos realizar 0 seguinte procedimento:

19) Como 2000 dividido por 80 é igual a 25, escolhemos por um método aleatério qualquer um
ndamero entre 1 e 25, o que indica o primeiro elemento selecionado para a amostra.

2°) Consideramos os demais elementos, periodicamente, de 25 em 25.

Se 0 numero sorteado entre 1 e 25 for o nUmero 8, a amostra sera formada pelas casas: 82, 332, 582,
83¢, 1089, etc.

Apesar de esta técnica ser de facil execugado, ha a possibilidade de haver ciclos de variacéo, o que
tornariam a amostra n&o-representativa da populagao.

. Amostragem por Conglomerados

Esta técnica é usada quando a identificacao dos elementos da populacdo é extremamente dificil.
Todavia, pode ser relativamente facil dividir a populacdo em conglomerados (subgrupos)
heterogéneos representativos da populacéo global.

A seguir, é descrito o procedimento de execucédo desta técnica:
19) Seleciona uma amostra aleatéria simples dos conglomerados existentes;

2°) Realizar o estudo sobre todos os elementos do conglomerado selecionado.
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S&o exemplos de conglomerados: quarteirdes, familias, organizagfes, agéncias, edificios, etc.

Exemplo
Estudar a populacédo de uma cidade, dispondo apenas do mapa dos quarteirbes da cidade.

Neste caso, ndo temos a relagdo dos moradores da cidade, restando 0 uso dos subgrupos
heterogéneos (conglomerados). Para realizar o estudo estatistico sobre a cidade, realizaremos os
seguintes procedimentos:

12) Numerar os quarteirdes de 1 a n;
2°) Escrever os numeros de 1 an em pedacos de papel e coloca-los em uma urna;

3°) Retirar um pedaco de papel da urna e realizar o estudo sobre os elementos do conglomerado
selecionado.

1.3.2 TECNICAS NAO-PROBABILISTICAS (NAO-ALEATORIAS)

S&o técnicas em que ha uma escolha deliberada dos elementos da populacédo onde ndo permite
generalizar os resultados das pesquisas para a populagéo, pois amostras ndo garantem a
representatividade desta.

S&o técnicas nao-probabilisticas:

. Amostragem Acidental

Trata-se da formagao de amostras por aqueles elementos que vao aparecendo. Este método é
utilizado, geralmente, em pesquisas de opini&o em que os entrevistados s&o acidentalmente
escolhidos.

Exemplo

Pesquisas de opinido em shoppings, pracas e locais publicos de grandes cidades, etc.

. Amostragem Intencional

De acordo com determinado critério, € escolhido intencionalmente um grupo de elementos que
comporao a amostra. O pesquisador se dirige intencionalmente a grupos de elementos dos quais
deseja saber a opinido.

Exemplo

Em uma pesquisa sobre preferéncia por determinada cerveja, o pesquisador entrevista 0s
freqlientadores dos bares de uma cidade.

Agora que ja conhecemos as principais técnicas de amostragem, vamos aprender a calcular o
tamanho das amostras dos estudos estatisticos.

Antes de prosseguir, vamos definir alguns termos:

Parémetro: Caracteristica da populagéo.

Estatistica: Caracteristica descritiva de elementos de uma amostra.

Estimativa: valor acusado por uma estatistica que estima o valor de um parametro.

O célculo do tamanho da amostra esta diretamente ligado ao erro amostral toleravel.
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Mas o que é erro amostral?

E a diferenca entre o valor que a estatistica pode acusar e o verdadeiro valor do parametro que se
deseja estimar.

O erro amostral toleravel € a margem de erro aceitavel em um estudo estatistico. Para esclarecer
melhor, é quando o apresentador do telejornal, em ano de eleicdes, anuncia:

“O candidato A tem 42% das intenc¢des de voto, 2 para mais, 2 para menos.”

Quando o apresentador cita “2 para mais, 2 para menos”, ele se refere ao erro amostral toleravel
para aquela pesquisa de intencdes de voto.

Tamanho da Amostra

Obs.: um passo importante antes de iniciar o célculo do tamanho da amostra é definir qual o erro
amostral toleravel para o estudo que seré realizado.

Observe a seguinte férmula:
Onde:
. ny, € a primeira aproximacdo do tamanho da amostra

. E, é o erro amostral toleravel (Ex.: 2% = 0,02)

N.n,
n=
N +n,

, onde:
. N é o numero de elementos da populacao

* n € o tamanho da amostra

Observe o seguinte exemplo para compreender melhor:

Exemplo

Em uma empresa que contém 2000 colaboradores, deseja-se fazer uma pesquisa de satisfagio.
Quantos colaboradores devem ser entrevistados para tal estudo?

Resolugao
N = 2000

Definindo o erro amostral toleravel em 2%

E, = 0,02
ny = 1/(Eo)2
ny = 1/(0,02)?
ny, = 2500

n=(N.ng)/(N+n)
n = (2000. 2500)/(2000 + 2500)
n = 1111 colaboradores
Com o erro amostral toleravel em 2%, 1111 colaboradores devem ser entrevistados para a pesquisa.

Vamos repetir os calculos, definindo o erro amostral toleravel em 4%.
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N = 2000
E, = 0,04
ny = 1/(Eo)?
ny = 1/(0,04)?
ny = 625

n=(N.ng)/(N+n)
n = (2000. 625)/(2000 + 625)

n = 476 colaboradores

Através deste segundo célculo, é possivel observar que, quando aumentamos a margem de erro, o
tamanho da amostra reduz.

E se houvesse 300.000 colaboradores na empresa?

N = 300000
E, = 0,04
ny = 1/(Eo)?
ny = 1/(0,04)?
ny = 625

n=(N.ng)/(N+n)
n = (300000 . 625)/(300000 + 625)

n = 623 colaboradores

Observe que a diferenga entre e no, neste ultimo célculo, é muito pequena.

Portanto: se o numero de elementos da populagéo (N) é muito grande, a primeira aproximacédo do
tamanho da amostra ja é suficiente.

Observe ainda:

N = 2000

E, = 0,04

n = 476 colaboradores = 23,8% da populacéo
N =300.000

Eo = 0,04

n = 623 colaboradores = 0,2% da populacéo
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EXERCICIOS — CAPITULO 1 - INFERENCIA ESTATISTICA E AMOSTRAGEM.

1) Exemplo: calcule o tamanho da amostra: N = 200 familias E, = erro amostral toleravel = 4% (E,=
0,04) ny, = 1/(0,04) 2 = 625 familias n (tamanho da amostra corrigido) = n = 200x625/200+625 =
125000/825 = 152 familias

E se a populagao fosse de 200.000 familias? n = (200.000) . 625/ (200.000 + 625) = 623 familias.

Obs.: Observe que se N é muito grande, ndo € necessario considerar o tamanho exato N da
populacdo. Nesse caso, o célculo da primeira aproximacéo ja é suficiente para o calculo.

Tamanho da amostra: Observe que N = 200 familias, E, = 4% n = 152 familias > 76% da
populagcdo. Observe que N = 200.000 familias, E, = 4% n = 623 familias -2 0,3% da populacgéo.
Logo, é errbneo pensar que o tamanho da amostra n deve ser tomado como um percentual do
tamanho da populagéo para ser representativa.

Figura-2: Tamanho da Amostra em Relac&o ao tamanho da Populagéo.

n

2) Numa pesquisa para uma eleicdo presidencial, qual deve ser o tamanho de uma amostra
aleatéria simples, se deseja garantir um erro amostral ndo superior a 2%?

Sol: n=ny, =1/(0,02)2 =1/0,0004 = 2500 eleitores

3) Numa empresa com 1000 funcionarios, deseja-se estimar a percentagem dos favoraveis a certo
treinamento. Qual deve ser o tamanho da amostra aleatéria simples que garanta um erro amostral
nao superior a 5%7?

N=1000 empregados E, = erro amostral toleravel = 5% (E, = 0,05) n, = 1/(0,05) 2 = 400 empregados n =
1000.400 / (1000 + 400) = 286 empregados
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CAPITULO 2

Intervalo de Confianca



2.1 INTERVALO DE CONFIANGCA

Em estatistica, o intervalo de confianca (IC) € um tipo de estimativa por intervalo de um parametro
populacional desconhecido. Introduzido na estatistica por Jerzy Neyman em 1937, ¢ um intervalo
observado (calculado a partir de observacdes) que pode variar de amostra para amostra e que, com
dada frequéncia (nivel de confianca), inclui o par@metro de interesse real ndo observavel.

2.2 INTERVALO DE CONFIANGA PARA A MEDIA

Quando queremos estimar a média de uma populagéo através de uma amostra temos dois casos
distintos a considerar: quando a variancia da populac&o é conhecida e quando ela é desconhecida.
A seguir, temos os dois casos.

* Variancia Conhecida

Consideremos uma amostra aleatéria simples X;,...,X,, obtida de uma populagdo com distribuicdo

normal, com média u e variancia ¢? conhecida. Desta forma, a distribuicdo amostral da média
2

também é Normal com média u e variancia % , OU seja:

Assim, temos que a variavel Ztem distribuicdo normal padronizada.

Os valores mais comuns para a variavel Zsao:
Zgo%z 1,64 - Z94%= 1,88 - ng%z 1,96 - Zgg%z 2,33 - Zgg%z 2,58

Com isso, o intervalo de confianca da média é dado por:

ICwl— a)= (Y— Zaps =i X + Zojy =

Nt r)
Exemplo:

O projetista de uma industria tomou uma amostra de 36 funcionarios para verificar o tempo médio
gasto para montar um determinado brinquedo. Lembrando que foi verificado que x =19,9 e ¢ =
5,73, construir um intervalo de confianga de nivel 95% para u.

Solucéo:
Na tabela da distribuigdo normal padronizada, obtemos que Zg g,5 = 1,96.

Substituindo x =19,9,n = 36,0 = 5,73 € Zy,5 = 1,96 na férmula para o intervalo de confianga,
temos

19,9 1965'73 < <199+1965’73
1 ) \/%—M— 1 ) —\/%
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e, portanto,
I1C(1,0,95) = (18,02;21,77)

Uma das principais interpretagdes do intervalo de confianga consiste em avaliar a incerteza que
temos a respeito de estimarmos o parametro populacional u a partir de uma amostra aleatéria de
tamanho n.

A raiz quadrada do fator abaixo € utilizada para correcdo do intervalo de confiangca quando a
populacao é finita, isto €, quando se conhece a populacdo M.

o? (N—n)
n \N-—-1

Tendo os conceitos basicos sobre intervalos de confianca, vamos agora tratar uma situacdo mais
realista: quando a variancia 2 da populagéo é desconhecida.

¢ Variancia Desconhecida:

Consideremos uma amostra aleatéria simples X;,X, ..., X,,, obtida de uma populagéo
com distribuicdo normal, com média u e variancia a? desconhecidas. Como neste caso a variancia é
desconhecida, utilizaremos a variancia amostral $? no lugar de ¢2. Assim, temos que:

_ X-u
I'= 5% ~ oy

Isto representa que a variavel Ttem distribuicdo tde Student com n- 1 graus de liberdade.

Analogamente ao caso anterior, obtemos que

X—p
P(—t,. <t S <tin =1-a
(=122 < o < Um-Da/2)

Exemplo-1:

Consideremos que o projetista de uma industria tomou uma amostra de 36 funcionarios para
verificar o tempo médio gasto para montar um determinado brinquedo. Os tempos estdo colocados
na Tabela a seguir. Dado que o projetista ndo tem conhecimento da variabilidade da populacéo,
construir um intervalo de confianca com (1 — a) = 0,95 para a média u.

Tabela de dados ‘

17,1000 16,8930 = 14,6004 = 13,0053
20,6292 | 19,2500 = 17,7504 | 24,6337
20,3567 = 250798 16,7914 | 29,4087
238807 | 15,2133 = 19,1536 | 30,3199
13,0050 = 246795 29,3308 = 20,7309
16,4541 | 26,2017 = 21,7857 | 19,7393
246042 18,6442 21,2594 @ 269123
16,9896 | 32,8977 = 21,3627 @ 154958

18,3113 | 23,6931 19,6429 16,3855
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A partir da andlise do conjunto de dados temos que x = 21,39 e s = 5,38 Substituindo esses valores
na formula do intervalo de confianga temos que

Solugéo:

21,39 -2 035‘38< <21,39+2 035’38
’ ’ \/%—‘u— ’ ’ -\/%

Portanto,
1C(u,0,95) = (19,56;23,21)

Exemplo-2:

Foram realizados testes glicémicos em 25 pacientes apds um jejum de 8 horas. Os resultados s&o
apresentados na tabela abaixo. Encontrar um intervalo de confianca de nivel 95% para a média u.

Teste glicémico (mg/dL)

117 95 84 102 80
112 78 102 121 82
77 88 73 104 88
132 91 103 140 101

Solugéo:

Inicialmente, calculamos a média amostral X e o desvio padrao amostral s, que sdo dados por:

X=L38.%=9764 s= |15 -X%)? =17,82

24 <=

Como a confianga é de 95%, segue ty 92524 = 2,06 € entéo, substituindo esses valores na férmula do
intervalo de confianca, temos que

IC = (1;0,95) = [97 64 — 2 0617’82-97 64 + 2 0617’82] = [90,28;105]
.u) ) ] ] \/ﬁ ] ] ] \/ﬁ ) ) .
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Tabela-2: - Distribuicdo Normal Padrao

 Distribuigdio Normal Padréo
Z -~ N(0, 1)
Corpo da tabela dé a probabilidade p, tal que p= P(0<Z < 2)

parte in- Segunda decimal de Z, parte in-
teira & leira &
primeira primeira
decimal decimal
de Z 0 1 2 3 4 - 5 6 7 8 9 de Z,
p=0 '

0,0 00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586 0,0
01 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535 0,1
0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 0,2
0,3 N791 12172 12552 12930 13307 13483 14058 14431 14803 15173 0,3
0.4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793 0.4
0.5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 0.5
0.6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 _ 24857 25175, 25490 0.6
07 25804 26115 28424 26730 27035 2737 27637 27935 28230 28524 07
0.8 28814 29103 29389 29473 29955 30234 30511 30785 31057 3327 08
0,9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33446  33IBFI 09
1.0 34134 34375 34814 34850 35083 35314 35543 35769 . 35993 34214 1.0
1, 35433 346450 38844 37074 37286 37493 37498 LA7900 380D 38208 1,1
1,2 38493  3B6B6 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147 1,2
1.3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41309 41446 41621 41774 1,3
1.4 41924 42073 42220  A2364 42507 A2647 42785 42922 43054 43189 1,4
1.5 43319 43448 43574 43499 43822 43943 44062 44179 44295 44408 1.5
1.6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 1,6
1.7 45543 45637 45728 ASBIB  AS907  AS994 44080 44164 44244 44327 1.7
1.8 45407 46485 48542  A463B 44712 ALTBA  A&BS4 46926 46995 47062 1.8
1.9 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47470 1.9
20 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48149 20
2,1 48214 4B257 48300 48341 48382 48422 48481 48500 48537 48574 2,1
2,2 48610 4BS45  4BE7F ABFI3 AB745 48778 4BBOP 48840  4BB70 48899 22
23 48928 48956 48983 49010 49035 49081 49085 49111 49134 49158 23
2,4 49180 49202 49224 49245 49244 49286 49305 49324 49343 49381 2.4
2,5 49379 49396 49413 AP430 49448 49481 49477 49492 49506 49520 25
2,6 49534 49547 49560 49573  A9585 49598 49609 49621 49632 49643 2.6
2.7 495653 49064 49674 APSGBI 49493 49702 4971 49720  A972B 49734 27
28 49744 49752 AP7E0  A97ET  A9774 A97B1  A9788 49795 49801 49807 2.8
2,9 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49845 49851 49856 49861 29
30 47865  APBEY 49874 APATR  A9882 49884 49889 49893 49897 49900 3,0
3 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49924 499286 49929 3.1
3,2 49931 49934 49936 49938 49940 49942 49944 49946 49948 49950 32
3,3 49952 49953 49955 49957 49958 49960 49981 49962 49964 49945 33
34 49966  A9968 49969 49970 49971 49972 49973 49974 49975 49976 3.4
3.5 APPTT  APPTE  APPFE AP97? 49980 49981 49981 49982 . 49983 49983 3.5
3.6 49984 49985 APFBS  AP9BA  A99BS 49987 49987 49988 49988 49989 3.6
37 49989 49990 49990 49990 49991 49991 49PFZ 49992 49992 49992 37
3.8 49993 49993 4APPP3 49994 49994 APFPA 49994 49995 49995 49995 38
39 47995 APP5S  A99P6 49996  4APIPE  4A99FE 49995  AP9RE 49997 49997 3,9
4,0 49997 A9997  AD997 49997 49997 49997 49998 49998 49998 49998 40
4,5 49999 50000 50000 50000 50000 50000 50000 S0000 50000 S0000 4,5
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Tabela 3 - Tabela t Student

Unilaterall 0,25 | 0,10 0,05 0,025 @ 0,01 0,005
|
Bilateral ‘ 050 | 020 0,10 005 | 0,2 0,01

o | | ’
c 050 | 080 090 @ 095 | 098 | 0,99
G.L
1 11,000 | 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,657
X 0816 1886 | 2920 | 4303 | 6965 | 9,925
3 0,765 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841
4 0,741 | 1,533 | 2132 ~. 2,776 3,747 | 4,604

5 0,727 | 1,476 2015 | 2,571 | 3,365 | 4,032
6 | 0718 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707
T | 0711 1,415 1,895 2,365 | 2,998 | 3,499
8 0706 ] 397 1,860 2,306 | 2,896 | 3,355
9 0,703 | 1, 383 | 1 833 | 2,262 | 2,821 | 3,250
10 0,700 | 1,372 1,812l 2228 | 2,764 | 3,169 |
11 0,697 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106
12 0,695 | 1,356 | 1,782 | 2179 2,681 | 3,055 |
13 0,694 | 1,350 | 1,771 @ 2,160 | 2,650 . 3,012
14 0,692 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 2,977
15 0,691 | 1,341 | 1,753 2,131 | 2,602 | 2,947
16 | 0,690 | 1,337 | 1,746 2,120 | 2,583 2,921
177 | 0,689 | 1,333 | 1740 2110 | 2567 2,898
18 | 0,688 | 1,330 1739 2101 | 2552 2,878 |
19 0,688 1,328 1,729 | 2,093 | 2,539 | 2861
20 0,687 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | ztg;s
21 0,686 1,323 1,721 | 2,080 2518 | 2,831
22 0,686 1,321 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819
23 0,685 1,319 | 1,714 | 2069 | 2,500 Lz 807
24 | 0,685 | 1,318 | 1,711 2064 T 2,492 | 2,797
25 | 0,684 1316 1,708 | 2060 2,485 | 2,787
26 0,684 | 1,315 | 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779
27 0,684 | 1,314 | 1,703 | 2,052 | 2,473 | 2,771
28 0,683 | 1,313 | 1,701 | 2,048 | 2,467 @ 2,763
29 0,683 | 1,311 | 1,699 | 2,085 | 2,462 2,756
- 0,674 | 1,282 | 1,645 | 1,960 | 2326 2576
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EXERCICIOS PARA TREINAMENTO
Questdo 1

Um dos principais produtos de uma industria siderurgica é a folha de flandres. Havia uma
preocupacdo com a possibilidade de haver um numero de folhas fora da faixa de especificagdo de
dureza (LIE = 58,0 HR e LSE = 64,0 HR). A partir desta informacdo a empresa decidiu estimar a
dureza média das folhas de flandres (u) coletando uma amostra aleatéria de 49 folhas.

Medidas de dureza (HR) das folhas-de-flandres fabricadas pela siderirgica

61,0 60,2 60,3 60,3 60,0 61,0 60,3
60,0 60,0 60,9 61,0 61,2 59,2 60,9
60,0 60,5 59,8 59,3 61,0 59,6 59,8
59,6 60,1 58,0 59,8 58,9 57,6 58,0
60,5 60,1 61,6 61,1 59,7 58,3 61,6
59,5 59,0 60,3 58,7 59,6 54,2 60,3
61,0 59,7 9.9 50,0 60,0 58,6 599

Para um grau de confianca de 95%, determine a margem de erro (E) € o intervalo de confianca para
média populacional (p).

a) [60,04; 60,38]HR
b) [80,04; 60,38]HR
c) [60,04; 100,38]HR
d) [40 04; 60,38]HR

)n

©]

Questdo 2

A altura dos alunos de uma academia apresenta uma distribuicdo aproximadamente normal. Para
estimar a altura média dessa populacao, foi observada a altura de 30 alunos, obtendo-se x =175 cm
e s=15 cm. Determine um intervalo de confianca de 99% para a média populacional.

a) 187,95 <u<182,05
b) 167,95 <u<182,05
c) 167,95 <u<192,05
d) 467,95 <u<782,05
e) 267,95 <u<782,05

Questdo 3

Sabe-se que uma amostra possui 25 elementos, média 150 e desvio padréo igual a 10. Represente
um intervalo de confianca em nivel de 90%.

a) 146,57; 153,42
b) 176,57; 193,42
c) 126,57; 143,42
d) 146,57; 253,42
e) 156,57; 353,42
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RESOLUCOES:

Resposta Quest&o 1

X = 60,21
s=0,61

n=49

Grau de confianga de 95% implicaem: 1 —a = 95%, logo a = 5% = 0,05 e a/2 = 0,025.
Z oj2 = Zoo2s = 1,96

N
195}
S

0,61

E = 1'96'ﬁ =0,1708 = 0,17

Intervalo de confianca:

x—E<u<x+E
60,21 -0,17 < u < 60,21+ 0,17

Se féssemos selecionar muitas amostras de 49 elementos da producao de folhas e construissemos
um intervalo de 95% de confianca para cada amostra, 95% desses intervalos conteriam a média
populacional u

[60,04 ; 60,38]HR
Gabarito: LetraA.

Resposta Questédo 2

. . S .
Para encontrarmos o erro, utilizamos a formula: E = Z; 7 Poisn= 30edg=s

C=99%, entéo Z; = 2,575 vide (Tabela 1)
n=30

s=15cm

15
E =2575.—=17,05
V30

O intervalo de confianca é dadopor: X —E <u <X +E

175-7,05<u< 175+ 7,05
167,95 <u<182,05 .
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Portanto, com 99% de confianca, podemos dizer que a média populacional esta entre 167,95 cm e
182,05 cm.

Gabarito:Letra B.

Resposta Questédo 3

x+t

Sl

10
150 +1,7109 —
V25

150 + 3,4218
P(146,5782 < x < 153,4218) = 0,90
Gabarito: Letra A.

2.3 INTERVALO DE CONFIANGA PARA A PROPORGAO:

Consideremos X avariavel aleatdria que representa a presenca (ou ndo) de determinada
caracteristica de uma populacdo. Assim, temos que Xtem distribuicdo de Bernoulli com
parametro £, no qual Prepresenta a probabilidade de um determinado elemento da amostra ter a
caracteristica de interesse. Retiramos uma amostra aleatéria X, ..., X, desta populacdo. Cada
X;,i =1,...,ntem distribuicdo de Bernoulli com parametro A, isto &,

X1, X3, ..., Xy~Bernoulli(p)
com média u = p e variancia 2 = p(1 — p)

Neste caso, o estimador de maxima verossimilhanca(p) para o parametro populacional p é dado
por:

. Nordm; de elementos da amostra com a caracteristica )/, x; _
p = = =X
Total de elementos da amostra n

Utilizaremos trés métodos diferentes para encontrar o intervalo de confianga para a proporgéo:
Aproximacao Normal, Aproximagdo Normal com Correcdo de Continuidade e Binomial Exata.

2.3.1 APROXIMAGAO NORMAL:

Vejamos como construir intervalos de confianga para a proporgao p, utilizando a aproximacéo
Normal. Consideremos P a proporg&o amostral. Pelo Teorema Central do Limite temos que para um

tamanho de amostra grande, podemos considerar a proporgao amostral p como tendo
aproximadamente distribuicao normal com média p e variancia p(1-p)/n. Partindo-se destas

premissas pode-se afirmar que
p(1 —p)
o~ (p )
p p n
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Observamos que a variancia de p depende do parametro desconhecido P. No entanto, pelo fato de
n ser grande, podemos substituir £ por p Com isso temos que:

>

—-p
p(—p)
n

~N(0,1).

Considerando o mesmo procedimento de montagem do intervalo para a média, construimos o
intervalo com 100(1 — @)% de confianca para a propor¢ao p:

Exemplo-1:

Numa amostra aleatéria de tamanho n=700 foram encontrados 68 elementos defeituosos. Achar um
intervalo de confianca de nivel 95% para a proporcao p de defeituosos.

Temos que p = 68/700 = 0,0971. Para a = 0,05, temos pela tabela da distribuicdo normal que
Zo025 = 1,96. Entdo, o intervalo de confianga € dado por

0,0971(0,9028) 0,0971(0.9028)
00971 = 1,96 |[——— ;30,0971 + 1,96 |=——— —— | = (0,0752;0,119).

2.3.2 APROXIMAGCAO NORMAL COM CORRECAO DE CONTINUIDADE

Uma outra maneira de obtermos um intervalo de confianca para proporcao é através da
aproximacé&o normal com correcdo de continuidade. Considerando o processo anterior, a Unica

diferenga é que aqui ndo consideraremos simplesmente a proporgao amostral p, mas sim uma
correcao dela. Assim, para determinar o intervalo de confianca consideramos uma modificacéo da

proporgéo P, dada por:

R A
p+%sep<0,5

>
I

1
5 — sed >0,
p o sep>0,5
Assim, o intervalo de confianga para proporgéo p p com corregéo de continuidade, ¢ dado por

. Pc(1—0c) \ . pPc(1—De)
ICp,1—a) =D —Zyp ’% B+ Zay2 /%

O fator de continuidade € utilizado para melhorar a aproximagdo de uma variavel aleatoria
discreta F' pela distribuigdo normal que é continua.

Estatistica Inferencial



Consideremos novamente o Exemplo-1. Vamos agora encontrar o intervalo de confianga com
correcao de continuidade.

Temos que p = 68/700 = 0.0971. Assim, p < 0,5. Entdo p. = 0,0971 + 1/1400 = 0,0978. Para
a=0,05, temos pela tabela da distribuicdo normal que Zj025=1,96. Entdo o intervalo de confianga é
dado por:

Exemplo-2:

0,0978(1 — 0,0978)
700

0,0978(1 — 0.0978)
700

IC(p,0,95) = 0,0978 — 1,96\/ ;0,0978 + 1,96\]

I1C(p,0,95) = (0,07579;0,1198)

2.4 INTERVALO DE CONFIANGA PARA A VARIANCIA:

Consideremos uma amostra aleatéria Xy, ..., X, de tamanho n de uma populacédo com distribuicdo
normal com média u e variancia o2. Um estimador para ¢? € a variancia amostral s2. Assim,
sabemos que a quantidade pivo é:

(n—1)s?
= T

Q

2
~ X5 1

Seja 1 — o a probabilidade da variavel @, com n - 1 graus de liberdade, tomar valores entre Qg ,
eQ1- «/2, valores obtidos na tabela da distribuicéo qui-quadrado tais que

P[Q < Qu/2] =P[Q > Q102 = /2.

Figura 3 — Distribuicdo Qui-Quadrado

Qaya @1 a2

Observando a equagao
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Qa/z = Q = Ql—a/z

vemos que podemos substituir Q pela expressao acima e entdo obtemos

(n—1)s?

Qa/Z =< o2

< Qi-ap

Reescrevendo esta desigualdade, obtemos o intervalo de confianca para a variancia,

—1)s? —1)s?
(n-1s* _ , _(=1s
Ql—a/z sz/z
Assim,

(n—1)s? (n— 1)sz>
P <o?<— 2 )=1-
< Ql—a/z SoTs Qa ¢

Logo, o intervalo com nivel 100(1 — a)% de confianca para a2 sera dado por

IC(O‘Z, 1— a) _ <(Tl - 1)52 (n - 1)52>

Ql—a/Z ' Qa/z

Exemplo-3:

O peso de componentes mecanicos produzidos por uma determinada empresa € uma variavel
aleatdria que se supde ter distribuicao normal. Pretende-se estudar a variabilidade do peso dos
referidos componentes. Para isso, uma amostra de tamanho 11 foi obtida, cujos valores em grama

sdo:

98 97 102 100 98 101 102 105 95 102 100

Construa um intervalo de confianca para a variancia do peso, com um grau de confianca igual a

95%.

Temos quen =11,x = 100 e,

s? =

1(xl—f)z_4+9+---+25+4+0_8
10 10 B

1

i=1

Pela Tabela da distribuicdo qui-quadrado com 10 graus de liberdade, temos que Qg g25 = 3,25

600,975 = 20, 48. ASS|m,

10.8 10.8

2 _ - "
1€(@%1-a) (20,48'3,25

) = (3,90;24,61)
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2.5 INTERVALO DE CONFIANGA PARA A RAZAO ENTRE DUAS VARIANCIAS:

Vejamos como construir um intervalo de confianca para a razéo entre

duas variancias de populacées normais independentes. Para isso retiramos uma amostra aleatéria
X1, X3, ..., Xn, da populagéo 1, com distribuigao N(uy,02), € uma amostra ¥;,Y,, .., Yn, da populacéo 2,
com distribuicdo N(u,, a2). Como

(ny—1)

Q, = T512~X,le —1 (Qui — quadrado comn, — 1 graus de liberdade)
1
_ (nZ - 1) 2 2 . .
Q, =—=—s7~X3,—1 (Qui — quadrado comn, — 1 graus de liberdade)

2

em que s? é a variancia amostral da populacéo 1 e s2 a variancia amostral da populacéo 2. Neste
caso, a expressdo de F' ¢ definida por

2
Q1 5_12 2 2
F_N1—1_0'1 _510-2
) — 2 T 22
X2 S S;0%

n 2

2 Ior

tem distribuicao F (Fisher-Snedecor) de com n; — 1 graus de liberdade no numerador e n, — 1 graus
de liberdade no denominador e denotamos pPor F,, ,m,—1)-

Consideremos que a probabilidade da variavel Ftomar valores entre F(ﬂ-n1—1-n2—1) e
> ;

eF, o o _1.n,-1)€1— 0. Essesvalores sdo obtidos na Tabela da distribuigao de Fisher-Snedecor
5 ;
referente ao valor de a € aos graus de liberdade do numerador e do denominador,

n, —1en, — 1, respectivamente. Veja a figura a seguir.

Figura-4: Distribuicao F

Fq:t-? F1—1:(-2

Observando a equacéo

Fop <F <Fa-g/2

vemos que podemos substituir ~pela expresséo acima e assim temos:
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2 2

1 Y2
Forn<=—=<F,_
a/2 522 0_12 (1-0/2)

Reescrevendo esta equagéao obtemos:

1 s o? 1 s?

F(l—cr/Z)S% 05  Fopp 3

Assim,
2 2 2
p ;S_l 91 is_l =1—-¢
F( a) 522 0’22 Fo S%
1__ —_—
2 2
Observe que F(1—a/2,n1—1,n2 1= 1 e F(a/z,n1—1,n2 1= 1
(a/2, np—1,n1-1) (1-a/2, np—-1,nq1-1)

Logo, o intervalo de confianga com nivel 100(1 — a)% para a razédo entre duas variancias sera dado
por

2 2

1 st 1 si
IC(az/az,l—a)=< —; —)
v Fa-as2)S7 Flayz) S

2.6 INTERVALO DE CONFIANGA PARA A DIFERENGA DE MEDIAS:
2.6.1 VARIANCIAS CONHECIDAS:

Consideremos duas amostras aleatorias, X1, Xy, ..., X, de tamanhon, e Y, Y, ..., ¥y, de tamanho

n,, ambas com distribuicao normal, médias [, € U, e variancias 012 e 022, respectivamente. Assim,
a Média Amostral é aproximadamente Normal.

X~N (,ul,z—lj) eY~N (MZ,Z—Z:)

Dai, temos que,

0 que implica em

_ (Y_V)_(Hl_ﬂz)

2 2
091 %2
n, n

Z

~N(0,1)
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Consideremos que a probabilidade da variavel Ztomar valores entre —Z,, € Zy, € 1 — a.
Observando a equacao

_Za/z S Z S Za/z
vemos que podemos substituir Zpela expressao acima e assim obtemos

X-Y— (U1 — H2)
—Zajr < <Zyp

2 2
01 %2
n, n

Reescrevendo esta desigualdade, obtemos o intervalo de confianga para a diferenca das médias
H1 — U

— — 0’2 0'2 0.2 O'
ICu—ppl—a)=| (X =7)=Za| |[2+2|;(X=Y)+Zyp _1+_2
2\.n;  n, n,

e podemos afirmar que se pudéssemos construir uma quantidade grande de intervalos IC(u; —
U, 1 —a), todos baseados em amostras de tamanho n; e n,, em torno de 100(1 — a)% deles
conteriam o valor verdadeiro da média populacional.

2.6.2 VARIANCIAS DESCONHECIDAS - POREM IGUAIS:

Considerando agora duas amostras aleatorias, X;, X5, ..., X,,, de tamanho n; e 1, Y, ..., Y, de tamanho
n,, com apenas uma diferenca do caso anterior: as variancias sdo desconhecidas, porém iguais.
Isto &, 62 = 0% = 2. Como

(n;—1)s7 ~X2 (nz 1)s3 ~X2

o2 ni-1 o2 N2—1

onde s? ¢ a variancia amostral da populagéo 1 e s2 ¢ a variancia amostral da populagéo 2, temos
que:

_ (X_Y)_(ﬂl — Uy)

- S ~t7‘11+n2—2
1 1
ntn,

Onde:

(ny — Vs? + (n, — sz
ng+n, —2
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Dal, utilizando a tabela da distribuicdo t de Studentcom a =n; +n, —2 graus de liberdade,
obtemos o valor de t(, q/,) de forma que

(Y—?) = (ug — uz)

1 1
Sp n_1+n_2

—laa/z) < < laa/2)

Reescrevendo esta desigualdade, obtemos o intervalo de confianca para a diferenca das médias
U1 — Uy quando as variéncias séo desconhecidas, porém iguais,

1

_ 1 1 —  — 1
(X—Y)— t(a,a/Z)Sp n—1+n—2S/l1—,Ll2 S(X—Y)-F t(a,a/Z)Sp n_1+n_2

IC l-a)=|(X-Y)-t St L XV + b S, |+
(U1 — Uz, a) = ) (a,%) p ny nz’( ) (a%) P ng n;

e podemos afirmar que se pudéssemos construir uma grande quantidade de intervalos IC(,u1 -
uz,l—a), todos baseados em amostras de tamanho n, e n, em torno de 100(1 — a)% deles
conteriam a verdadeira diferenca das médias populacionais.

ou

2.6.3 VARIANCIAS DESCONHECIDAS E DIFERENTES:

Consideremos duas amostras aleatdrias, X;, X,, ..., X,, de tamanho n, e Yy, 15, ..., ¥, de tamanho n,,
com distribuicdes normais, mas agora com varidncias desconhecidas e diferentes, isto &, of # o7 .
Como as variéncias populacionais s&o desconhecidas, usaremos as variancias amostrais s? e sz em
seus lugares. Considerando a variavel T tal que

T:(X_Y)_(H1_#2)~tv

2 2
514,52
ng np

ou seja, a variavel Tdada pela equagao acima tem distribuicdo ¢de Student com wvgraus de
liberdade, onde

st | S3
n, n

G LG
nq + n,

n1—1 n2_1

v =
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Fazendo uma construcdo analoga a do caso anterior, obtemos o intervalo de confianca para a
diferenca de duas médias com variancias desconhecidas e desiguais:

G =) = | F=T) =t oy Lt 2, (F—T) 4 ) o |42
K1 — U, a) = (U%) o ny (a)

17,7

Exemplo-4:

Os dados a seguir correspondem a teores de um elemento indicador da qualidade de um certo
produto. Foram coletadas 2 amostras referentes a 2 métodos de producédo. Construa um intervalo de
confianca para a diferenca das médias dos dois métodos.

Método1 09 256 92 32 37 13 12 24 36 83

Método2 | 53 | 6,3 [ 55 |36 |41 |27 |20 (15|51 |35

A média referente ao método 1 é X; = 3,63 e do método 2 é X, = 3,96. Calculando as variancias
amostrais, obtemos:

10 10

X1: — X 2 Xo: — X 2
szz%zglzg ngz%zzjfg

em que x;; sdo os teores referentes ao método 1 e x,; ao método 2, i =1,...,10. Os graus de
liberdade s&o dados por:

8,29

253
(o

70

+

Assim, da Tabela da distribuigdo ¢ de Student obtemos que ty4 025 = 2,145 e, entéo, temos que:

Ic( -y =] (3,63 3,96)(—2145) [222 1+ 253, 3 63 _ 3,96)(2,145) |22 4 253
W=t l=—a)=| (3, ,(,)10 oG ,(,)10 =

ou seja, IC(p; — Uy, 1 —a) = (—2,56;1,90).
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EXERCICIOS PARA TREINAMENTO

a. Considere uma amostra aleatéria n=25 que possui uma média amostral de 51,3 e um desvio
padréo populacional de o=2. Construa o intervalo com 95% de confianca para a média populacional

.
b. Sabe-se que a vida em horas de um bulbo de lampada de 75 W é distribuida de forma

aproximadamente normal com desvio padréo de 0=25. Uma amostra aleatéria de 20 bulbos tem
uma vida média de 1.014 horas. Construa um intervalo de confianca de 95% para a vida média.

C. Qual deve ser o tamanho da amostra para que o intervalo com 99,5% de confianca para a
média populacional tenha uma semi amplitude ndo superior a 1,57 Sabe-se que a variancia
populacional é de 23.

d. Calcular o intervalo de confianca de 95% para a seguinte amostra, com variancia
populacional desconhecida:

19,8 18,517,6 16,7 15,8 15,4 14,1 13,6 11,911,411,48,8 7,5 154 154 19,56 14,912,7 11,9 11,4 10,1
7.9

e. Uma marca particular de margarina diet foi analisada para determinar o nivel em
porcentagem de acidos graxos insaturados. Uma amostra de seis pacotes resultou nos seguintes
dados: 16,8; 17,2; 17,4, 16,9; 16,5 e 17,1. Encontre o intervalo de confianca de 99% para a amostra.

f. Uma amostra piloto com 12 elementos traca uma média de 6,7 e desvio padréo de 1,7. Qual
deve ser o tamanho da amostra para que a semi amplitude do intervalo de 99,5% de confianca da
média populacional ndo seja superior a 0,87

g. O contetdo de aculcar na calda de péssegos em lata é normalmente distribuido. E extraida
uma amostra de n=10 latas que resulta em um desvio padrdo amostral de s=4,8. Encontre o
intervalo de confianca para de 95% para a variancia populacional o2.

h. Se uma amostra de tamanho n=20, a média € o desvio padrao sdo X=1,25 e s=0,25,
respectivamente. Construa um intervalo de confianga de 99% para o 2.

i. Em uma amostra aleatéria de 85 mancais de eixos de manivelas de motores de automoveis,
10 tém um acabamento superficial mais rugoso do que as especificacdes permitidas. Calcule um
intervalo de confianca para 0 95% da proporcao.

J. De 1.000 casos selecionados de aleatoriamente de cancer de pulmao, 823 resultaram em
morte. Construa um intervalo de confianga de 95% para a taxa de morte de cancer de pulmé&o.

GABARITO:

1. .C.=51,3+0,78
[.C.=1014 = 11
281-48/Nn<15=n=80,85=81elementos
I.C.=13,71 £ 1,57
I.C. = 16,98 = 0,53
= 56 elementos.
=[10,9; 76,8]
=[0,03;0,17]
[0,05; 0,19]
[0,799; 0,847]

© ©®© N o 0 s~ WD

—_
©
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3.1 TESTE DE HIPOTESES

Teste de Hip6teses € um procedimento que permite tomar uma decisdo (aceitar ou rejeitar a
hipétese nula ) entre duas ou mais hipéteses (hipdtese nula ou hipdétese alternativa ), utilizando os
dados observados de um determinado experimento. Ha diversos métodos para realizar o teste de
hipodteses, dos quais se destacam o método de Fisher (teste de significancia), o método de
Neyman-Pearson e o0 método de Bayes.

S&o0 dois 0s tipos de erros que podemos cometer na realizacdo de um teste de hipoteses:
1. Rejeitar a hipétese H,, quando ela é verdadeira.
2. N&o rejeitar a hipétese H,, quando ela é falsa.

A Tabela a seguir resume as situacdes acima.

Tabela 4: Tipos de Erros

Aceitar H, Rejeitar H,
H, Verdadeira Deciséo Correta Erro Tipo |
H, Falsa Erro Tipo Il Decisao Correta

Se a hipoétese H, for verdadeira e ndo rejeitada ou falsa e rejeitada, a decisdo estara correta. No
entanto, se a hipétese H, for rejeitada sendo verdadeira ou se ndo for rejeitada sendo falsa, a
deciséo estara errada. O primeiro destes erros é chamado de Erro do Tipo | e a probabilidade de
cometé-lo € denotada pela letra grega «a (alfa); o segundo é chamado de Erro do Tipo Il e a
probabilidade de cometé-lo é denotada pela letra grega f (beta). Assim temos,

a = P(Erro do tipo I) = P(rejeitar H, dado H, verdadeira);
B = P(Erro do tipo II) = P(aceitar H, dado H, falsa);

Considere um teste unilateral dado pelas hipodteses:

{Ho= H=HU
Hy = p < po

Neste caso, a regiéo de rejeicdo é determinada por {X < X} e a interpretacéo dos erros pode ser
vista como:

a=P(X < Xc)lu=po
B=P(X>X)lu<p
A situacéo ideal € aquela em que ambas as probabilidades, ae B, sdo proximas de zero. No

entanto, é facil ver que a medida que diminuimos «, f aumenta. A Figura a seguir apresenta esta
relacéo.
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Figura-5: Testes de Hipotese.

B: Erro do tipo |l

o Erro dotipo |

Rejeito Hg J | NZo rejeito Hg

Para um teste de hipoteses do tipo acima, onde estamos interessados em testar a média de uma
populacéo, utilizamos a expresséo

que é a estatistica do teste de hipoteses. A partir do Teorema Central do Limite, sabemos que,
desde que tenhamos um tamanho amostral suficientemente grande, esta estatistica tem distribuicio
normal padréo, isto &,

Z~N(0,1)

A partir dos valores de Z e da especificacéo do erro cometido, podemos definir a regiao critica do
teste.

Vamos considerar que o erro mais importante a ser evitado seja o Erro do Tipo I. A probabilidade de
ocorrer o erro do tipo | ¢ € denominada nivel de significancia do teste. O complementar do nivel de
significancia (1 — a) é denominado nivel de confianga. Supondo que o nivel de significancia a seja
conhecido, temos condi¢cdes de determinar o(s) valor(es) critico(s). Se considerarmos o teste
bilateral

{Ho U= Ho
Hy=u+po
a figura a seguir representa a regido de rejeicdo para um valor fixo de a.

Figura-6: Teste Bilateral.

Regiido critica: teste bilateral

N&o rejeito Hy

Rejeito Hy Rejeito Hy
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Se considerarmos o teste unilateral a direita

{HO: 1= Ho
Hy=u>p

a regido critica é representada segundo a figura abaixo.

Figura-7: Teste Unilateral a Direita.

Regido critica: teste unilateral a direita

Néo rejeito H,

Rejeito Hy

E, se considerarmos o teste unilateral a esquerda

{Ho: U =Hlo
Hy = p < pg

a regido critica é representada segundo a figura abaixo.

Figura-8: Teste Unilateral & Esquerda.

Regiéo critica: teste unilateral a esquerda

N&o rejeito Hy

Rejeito Hy
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Os valores —Z, e Z, nas duas Ultimas figuras s&o tais que as areas a esquerda e a direita,
respectivamente, sob a curva Normal padr&o, valem a. Agora, os valores —Z,,, € Z,,, na primeira
figura, sdo tais que as areas a esquerda e a direita, respectivamente, sob a curva Normal padréo,
valem a/2

Como foi dito inicialmente, o objetivo do teste de hipdtese é determinar, através de uma estatistica,
se a hipdtese nula é aceitavel ou ndo. Essa decisao é tomada considerando a regido de rejeicéo ou
regido critica (RC). Caso o valor observado da estatistica pertengca a regiao de rejeicéo,
rejeitamosH,; caso contrario, ndo rejeitamos H,. Analogamente, definimos a regidao de aceitacéo
(complementar da regido de rejeicédo): caso o valor observado pertenca a regido de aceitacédo, nao
rejeitamos H,; se ndo pertencer, rejeitamos.

Se o nivel de significancia € 0,05, os valores criticos sdo —1,645 ou 1,645 para as alternativas
unilaterais e—1,96 e 1,96 para a alternativa bilateral, se o nivel de significancia € 0,01, os valores
criticos sdo —2,33 ou 2,33 para as alternativas unilaterais e —2,575 e 2,575 para a alternativa
bilateral (valores obtidos na Tabela da distribuicdo normal). A tabela a seguir apresenta alguns
critérios para o teste de hipotese.

Tabela 5: Tipos de Hipoteses

Hipb6tese Alternativa Rejeita H, se Aceita H, se
u<uo Z < —Z, Z=-Z,
u > uo Z>Zy Z <17y
u#uo Z<=Zypp OUZ > Zy ~Zapy SZ < Zyp
Exemplo-5

Um supervisor da qualidade quer testar, com base numa amostra aleatéria de tamanho n = 35 e
para um nivel de significancia a = 0,05, se a profundidade média de um furo numa determinada
peca é 72,4mm. O que podemos dizer se ele obteve X = 73,2mm e se sabe, de informacdes
anteriores, que o = 2,1 mm?

1. Primeiro vamos estabelecer as hipoteses:

{HO D =724
Hy=pu+724

2. Como a = 0,05, temos que Zg,, = Zg 925 = 1,96.

3. Critério: rejeitar Hy se Z,ps < —1,96 oU se Z,,s > 1,96 em que

7 _ X~ Ho
obs — o

Vn

4. Substituindo uy = 72,4, 0 = 2,1, n = 35, x = 73 na equacéo acima, obtemos

73,2 — 72,4
Zops = ——q—— = 2,25

a
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5. Concluséo: Como Z,,s = 2,25 > 1,96, a hipdtese nula deve ser rejeitada. Em outras palavras, ndo
podemos assumir que a média populacional u seja igual a 72,4, isto é, a diferenca entre 73,2 e 72,4
€ significativa. Veja a figura abaixo

Figura-9: Teste Bilateral

Regido de aceitagdo

¥

0,025 0,025

196 0 1,96 2.25

P-valor

O p-valor, também denominado nivel descritivo do teste, é a probabilidade de que a estatistica do
teste (como variavel aleatéria) tenha valor extremo em relagdo ao valor observado (estatistica)
quando a hipodtese H, é verdadeira.

Para exemplificar a definicdo de p-valor, considere um teste de hipoteses para a média no qual o
valor da estatistica é dado por Z,, verExemplo-5. As figuras a seguir representam,
respectivamente, o p-valor nos casos em que temos um teste de hipdteses bilateral com rejeicdo da
hipétese nula e sem rejeicéo da hipétese nula.

Figura-10: p Valor

A seguir, temos a figura de um teste de hipdteses unilateral para média. Na primeira das figuras,
rejeitamos a hipoétese nula e na segunda néo rejeitamos.

Niorejeto Hy

Regido
de
Tejeicdo

Regido
p-valor “
Tejeicdo

Lop=|Zad U Z sl Zop2

Estatistica Inferencial



Figura-11: Teste de Hipodteses Unilateral para media

Teste unilateral a direfta Teste unilateral 2 direita

Nao rejesto Hy Nao rejesto Hy
Regido
de
rejeicao

p-valor

A 0 7, 2,

Observe que se o p-valor € menor que o nivel de significancia proposto a. Entéo, Z,,, esta na regido
critica e, portanto, rejeitamos a hipdtese nula H,. Por outro lado, se o p-valor € maior que o nivel de
significancia, néo rejeitamos a hipdtese nula (ver figura acima). Além disso, quanto menor for o p-
valor, mais "distante" estamos da hipotese nula H,. Portanto, o p-valor tem mais informacdes sobre a
evidéncia contra H, e, assim, o experimentador tem mais informacgdes para decidir sobre H, com o
nivel de significancia apropriado.

Também podemos interpretar o p-valor como o menor valor do nivel de significancia para o qual
rejeitamos H,. Desta forma, se o nivel de significancia (a) proposto para o teste for menor que o p-
valor, n&o rejeitamos a hipétese Hy.

Em muitas situacgdes, a regido de rejeicdo de um teste de hipdtese com nivel de
significancia o apresenta seguinte forma:

Rejeitamos H, se e somente se W(X) = c,,

em que W(X) é a estatistica do teste apropriada para o problema e a constante ¢, € escolhida de
modo que o teste tenha nivel de significancia a. Neste caso, o p-valor para o ponto amostral x
€ definido matematicamente como

p(x) = sup PO[W (X) = W (x)]

9690

em que 6 é um parametro pertencente ao espago paramétrico 8 sob a hipoétese nula (H,).

Voltando ao Exemplo-5, vamos calcular o p-valor do teste de médias. No decorrer deste modulo
calculamos o p-valor para todos os testes estatisticos classicos.

Neste caso, como temos um teste bilateral, segue que o p-valor € dado por

P — valor = P[Z >|Z,p.| + P[Z < —|Zypsl] = P[Z > 2,25] + P[Z < —2.25] = 0,0122 = 0,0244
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Figura-12: Grafico do P-Valor

Regido de aceitagdo
0,95

0,025 0025

P|Z <—2.25) P{Z >2.25]

-2,25-196 0 196 2.25

Portanto, podemos concluir que, para qualquer nivel de significancia maior que 0,0244, temos
evidéncias para rejeitar a hipoétese nula.

Anélise do p-valor

Consideremos um teste de hipéteses no qual R, é a regido de rejeicdo com nivel de significancia a.
Suponha que, para diferentes valores de a, essas regides podem ser encaixadas no sentido que

R, C R,, para qualquer a < a.  (5.1.2.1)

Sob essa situacéo, além de conseguirmos saber se a hipotese € rejeitada ou ndo, conseguimos
ainda determinar o p-valor, que aqui é definido por

p =pX) =inf{a: X € R,}

no qual Xrepresenta a amostra.

O p-valor nos fornece uma ideia de quanto os dados contradizem a hipotese nula. Além disso, ele
permite que diferentes experimentadores utilizem seus respectivos niveis de significancia para
avaliar os resultados do teste de hipoteses.

Exemplo-6:

Considere uma amostra de tamanho um de uma populagdo X com distribuicdo N(u,0?), com o2
conhecido. Consideremos sob H,, 1 = 0, e sob Hy,u = uy, para algum p; > 0. Seja @ a funcéo de
distribuicdo acumulada da normal padrdo e z,_, 0 quantil 1 —a da distribuicdo normal padréo.
Entao, a regido de rejeicao pode ser denotada como

Raz{X:X>azl_a}={X: ¢(§)>1—a}={x: 1—¢(§)<a}

Dessa maneira, para um valor observado de X dado, o infimo sobre todos @ em que a Ultima
desigualdade se mantém é
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Alternativamente, podemos escrever que o p-valor é Py[X = x], em que x € o valor observado de X
Notemos ainda que sob a hipétese nula, u = 0, a distribuicdo de p é dada da seguinte maneira

[P’O[pSu]=P0[1—¢<§)Su]=P0[¢<§)21—u]=u

pois ®(X/a) € uniformemente distribuido sobre (0,1), portanto p é uniformemente distribuido em
(0,1). Esse resultado segue da transformacéo integral de probabilidade (probability integral
transformation), que garante que:

Se Xtem uma funcéo de distribuicao continua F, entdo F(X) é uniformemente distribuido sobre (0,1).
O Lema a seguir traz uma propriedade geral do p-valor.
Lema:

Suponhamos que X tem distribuicdo de probabilidade P,, para algum 6 € @. Consideremos 6 € 0,,
em que O, representa o espaco paramétrico sob a hipdtese nula H,. Assumimos ainda que as
regides de rejeicdo satisfazem (5.1.2.1)

i) Se

sup PO[X € R,] <a paratodo0<a <1, (5.1.2.2)
96@0

entdo a distribuicdo de ¥ sobre 8 € 0, satisfaz

Polp <u]l] <u paratodo0 <u<1.

Prova:
Se 0 € 0,, pela definicdo do p-valor, p = p(X) = inf{a: X € R,} €, temos que, para todo

v>u,[p <u] c[X € /]],oqueimplicaem Pyg[p < u] < Py[X € R,] Assim, escrevendo

lim Py [p<u] < vli)rngIP’g[X € R,]

v—ou
como (5.1.2.2) é valido, segue que Py[p < u] < u.

ii) Se, para § € 0,,
Py[X € Ryl =a paratodo0<a<1, (5.1.2.3)

entao

Pglp <u]l=u paratodo0 <u <1,
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ou seja, p é uniformemente distribuido sobre (0,1).
Prova:

Novamente pela definicdo do p-valor, temos que se[X € R, ] entdo [p < u]. Dessa forma, segue que
]Pg[p < U] > ]P)g[X € Ru]

Assim, por (5.1.2.3) temos que Py[p < u] = u. Do resultado obtido em (i), concluimos que Py[p <
u] = u, ou seja, ptem distribuicdo uniforme em (0,1).

Passos para realizacéo do teste de hipéteses

+ Estabelecer as hipoteses;

¢ Determinar o nivel de significancia do teste (a);
¢ Determinar a regido de rejeicao;

¢ Calcular o p-valor

A seguir, vamos aplicar os conceitos discutidos acima para tratar diversos exemplos de testes de
hipoteses.

3.2 TESTE DE HIPOTESES PARA A MEDIA.

Considere uma populagéo da qual retiramos uma amostra Xy, X5, ..., X;,. Estamos interessados em
realizar inferéncia sobre a média populacional p.

Se ndo conhecemos o valor do desvio padrdo populacional @ e a amostra € pequena, n < 30,
devemos substituir a expresséo

X — U
Z = I
Vn
pela expressao
X — 1o
'TT®
Vn

onde T tem distribuicdo ¢ de Student com n — 1 graus de liberdade. Para facilitar a execucéo do
teste, podemos seguir 0s passos:

1. Estabelecer as hipdteses:

Fixamos Hy: 4 = uy. Dependendo da informagéo que fornece o problema que estamos estudando, a
hipodtese alternativa pode ter uma das trés formas abaixo:

¢  Hi:p # u, (teste bilateral);
¢ Hy:u > g (teste unilateral a direita);

¢  Hy:u < g (teste unilateral a esquerda).

2. Fixar o nivel de significancia a.

Estatistica Inferencial



¢ Se o teste € bilateral, determinamos 0s pontos criticos —t,/, € ty,, tais que

3. Determinar a regiao critica.

¢ P[T >ty,,] = P[T < —tg,] a partir da distribuigao ¢ de Student com n — 1 graus de liberdade.

Figura-13: Teste Bilateral

Regido critica: teste bilateral

—tas2 0 tas2

¢+ Se o teste é unilateral, determinamos o ponto critico t, tal que P[T > t,] = «a.

Figura-14: Teste Unilateral a Direita.

Regifo critica: teste unilateral & direita

¢ Se o teste é unilateral a esquerda, determinamos o ponto —t, tal que P[T < —t,] =«
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Figura-15: Teste Unilateral a Esquerda.

Regido critica: teste unilateral & esquerda

4. Calcular, sob a hipdtese nula, o valor:

Tops =

§|oo\;_1

onde

¢ X:valor da média amostral.

¢ Uy valor da média populacional sob a hipétese nula.
¢ s valor do desvio padrdo amostral.

¢ n tamanho da amostra.

5. Critério:

¢ Teste bilateral: se Typs > tg/ OU S€ Tops > ta/ OU S€ Tops < —t_g )7, rejeitamos H,. Caso contrario,
nao rejeitamos H,,.

¢ Teste unilateral a direita: se T,;,s > t,, rejeitamos H,. Caso contréario, n&o rejeitamos H,.
¢ Teste unilateral a esquerda: se T,,s < —tq/,, rejeitamos Hy. Caso contrario, n&o rejeitamos H,.
6. O p-valor no teste bilateral &€ dado por

p —valor = ]P)[ltl > |Tops||Ho = ZIP[T > |Tobs||H0]

Se o teste € unilateral a direita, o p-valor é dado por

p —valor = P[T > T,ps|Ho]
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e, se o teste € unilateral a esquerda, o p-valor é dado por
p —valor = P[T < Typs|Hol

7. Como vimos anteriormente o intervalo de confianga € dado por

— s — s
IC(u,1—a) = (X_ta/Zﬁ;X+t“/2ﬁ)

se o teste é bilateral. Se o teste € unilateral a direita, entdo o intervalo de confianca para o
parametro £ é dado por

1C(u1—-a) = ()_(—taj—ﬁ;oo)

e, se o teste é unilateral a esquerda, entdo o intervalo de confianca para o parametro # é dado por

IC(u1—a)= (—oo;i + t, %)

Exemplo-7:

Uma firma esta convertendo as maquinas que aluga para uma versao mais moderna. Até agora
foram convertidas 40 maquinas. O tempo médio de conversao foi de 24 horas, com desvio padrao
de 3 horas.

a) Determine um intervalo de 98% de confianca para o tempo médio de converséo.
R. [22,895; 25,105]

b) O fabricante das novas maquinas afirma que a conversdo em média dura no maximo 25 horas.
Com base nas conversoes feitas até o momento, e exigindo uma confianca de 99%, a afirmacé&o do
fabricante € verdadeira? R. Sim. Z = -2,1082

3.3 TESTE DE HIPOTESES PARA A PROPORGCAO.
Pelo teorema central do limite, X teré distribuicdo aproximadamente normal, com média p e variancia

1- .
y, ou seja,

TN <p’ p(ln— p))

Observamos que X é um estimador de maxima verossimilhanca para p, a proporcao populacional, e,
desse modo, para n suficientemente grande podemos considerar a distribuicdo amostral de

p = X como aproximadamente normal:

Estatistica Inferencial



7 = &NN(OJ)
p(1—p)

n

Dai, temos que

Vejamos os passos para a construgédo do teste para proporgao.

1. Estabelecer as hipdteses

{H05P:p0 {HO:P:PO {HO:PIPO
Hi:p #po Hyi:p <po Hyiip>po

se o teste ¢ bilateral, unilateral a esquerda ou unilateral a direita, respectivamente.
2. Fixar o nivel de significancia a.
3. Determinar a regiéo critica.

¢ Se o teste € bilateral, determinamos os pontos —Z,, € Z,, usando a tabela da distribuigdo
normal, tais que P[Z > Z, ,] = P[Z < —Zy 5] = a/2.

Figura-16: Teste Bilateral.

Regido critica: teste bilateral

x
—_ o
y/\(
Zoga 0 Zagp

¢ Se o teste é unilateral a direita, determinamos o ponto critico Z, tal que P[Z > Z,] = a .

Figura-17: Teste Unilateral a Direita.

Regido critica: teste unilateral & direita

A(ﬂ
[i] Z,
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¢ Seoteste é unilateral a esquerda, determinamos o ponto critico —Z, tal que P[Z < —Z,] = «

Figura-18: Teste Unilateral a Esquerda.

Regido critica: teste unilateral 4 esquerda

4. Calcular, sob a hipdtese nula, o valor

D — Po

VPo(1 —po)/n

Zobs -

5. Critério:

¢ Seoteste € bilateral € Z,,s > Zg/, OU Zops < —Zg 7, rejeitamos H,. Caso contrario, nao rejeitamos
HO.

¢ Seoteste é unilateral a direita e Z,,,; > Z,, rejeitamos H,. Caso contrario, ndo rejeitamos H,.
¢ Seoteste é unilateral a esquerda e Z,,s < —Z,, rejeitamos H,. Caso contrario, ndo rejeitamos H,.

6. O p-valor é determinado por
p —valor = P[|Z| > |Zops||Ho = 2IP[Z > |Z,ps||Ho]
no teste bilateral. Se o teste é unilateral a direita, o p-valor € determinado por
p —valor = P[Z| > |Z,ps|Ho]
e, se o teste é unilateral a esquerda

p —valor = P[Z < |Z,ps|Ho]

7. Como foi visto anteriormente, o intervalo de confianca é dado por

Estatistica Inferencial



p(1—-p)

se o teste é bilateral. Observamos aqui que o limite inferior do intervalo de confianca ndo pode ser
inferior a zero e o limite superior ndo deve ser superior a um, uma vez que estamos calculando o
intervalo de confianca para uma proporcao e nao faz sentido considerar uma proporcéo negativa ou
maior do que um neste caso. No caso em que o teste € unilateral a direita, o intervalo de confianca
para o parametro p é dado por

e, se o teste é unilateral a esquerda, o intervalo de confianca para o parametro p € dado por

S(1— B
IC(p,1—-a)=(0;p+Z, u

Exemplo-8:

Um fabricante garante que 90% das pecas que fornece a linha de producao de uma determinada
fabrica estdo de acordo com as especificacdes exigidas. A analise de uma amostra de 200 pecas
revelou 25 defeituosas. A um nivel de 5%, podemos dizer que é verdadeira a afirmacido do
fabricante?

1. Estabelecemos as hipdteses

{Ho:p =09
Hi:p <09

2. Fixemos o nivel de significancia a@ = 0,05.
3. Como a = 0,05, —Z, = —1,64.

4. Temos que p = 0,875 e, sob a hipdtese nula, p, = 0,9. Assim,

0,875—-10,9
=-1,178

J(0,9)(0,1)/200

obs
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Figura-19: Regido Critica e Regiao de Aceitagao.

Reqgido de aceitagdo
055

Regido de rejeigdo

ENTEREC i

5. Conclus&o: como —1,64 = —Z, < Z,,s = —1,178, ndo rejeitamos H,. Portanto, temos evidéncias de
que a afirmacao do fabricante é verdadeira.

6. Vamos agora calcular o P-valor:

P —valor = P[Z < Z,,s|H,] = P[Z < —1,178|H,] = 0,1192

7.Como n =200, p = 0,875, —Z, = —1,64, temos que o intervalo de confianca é

0,875(1 — 0,875
0; 0,875 + 1,64 500 = (0;0,9134)

3.4 TESTE DE HIPOTESES PARA A VARIANCIA.

Seja X, X,, ..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho n retirada de uma populagao normal N(u, c?).
Suponha que desejamos testar uma hipotese sobre a variancia o2 desta populagdo. Sabemos que a
estatistica

(n—1)s?
o2

tem distribuicdo qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade. Denotamos Q~X(2n_1). Para executar
este tipo de teste, podemos seguir 0s passos:

1. Estabelecer uma das hipdteses (bilateral, unilateral a direita ou unilateral a esquerda)

Hy:0? =0¢ (Hy:0? =0¢ ou Hy:0% = of
Hy:0? #0¢ (Hy:0? > of Hy:0% < of

OBS: As hipoteses H, podem ser substituidas por

Hy:02 > 0@, Hy:0% < 0¢, Hy: 0% > 0 oU Hy: 02 < 0&.
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2. Fixar o nivel de significancia a.

3. Determinar a regiao critica.
¢ Se o teste € bilateral, devemos determinar os pontos criticos Qq/, € Q1—q/, tais que

¢ P[Q <Qqp]l=a/2eP[Q > Qi_q] = a/2 utilizando a tabela da distribuigao qui-quadrado com
n — 1 graus de liberdade.

Figura-20: Teste Bilateral.

Regido critica: teste bilateral

vl B
vl

¢ Seoteste é unilateral a direita, devemos determinar o ponto critico Q,_, tal que P[Q > Q,_,] =
.

Figura-21: Teste Unilateral a Direita.

Regido critica: teste unilateral a direita

¢ Seoteste é unilateral a esquerda, devemos determinar o ponto critico Q, tal que P[Q < Q,] = «a.

Figura-22: Teste Unilateral a Esquerda.
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Regido critica: teste unilateral & esquerda

4. Calcular, sob a hipotese nula, o valor

0o, = (n—1)s?
obs — O_g
5. Critério:

(a) Teste bilateral: Se Qops > Qu/2 OU € Qops < Q1—q/2, rejeitamos H,. Caso contrario, ndo
rejeitamos Hy.

(b) Teste unilateral a direita: se Q,ps > Q1_4, rejeitamos H,. Caso contrario, ndo rejeitamos H,.
(c) Teste unilateral a esquerda: se Q,,s < Q, rejeitamos H,. Caso contrario, n&o rejeitamos H,.

6. O p-valor é dado por

p — valor = Zmin(P[Q > QobslHO]' ]P)[Q < QobslHO])

no caso bilateral.

No caso unilateral a direita, o p-valor é dado por
p— valor = ]P)[Q > QobslHO]
e, No caso unilateral a esquerda, o p-valor é dado por

p —valor = P[Q < Q,ps|Ho]

7. Como vimos na anteriormente, o intervalo de confianca para a variancia populacional ¢ é dado
por

)

1C(6%1 — a) = ((n —1)s? . (n— 1)52>

Ql—a/z Qa/z

se o teste € bilateral. Se o teste € unilateral a direita, o intervalo de confianca € dado por
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Exemplo-9:

IC(c%,1—a) = ( 0
1-a

IC(6%,1—a) = <0,

volume de enchimentos tem distribuicdo normal.

O parametro de interesse é a variancia da populagao

1. Primeiro vamos estabelecer as hipoteses:

{Ho: o2 =0,01
Hy:02 > 0,01

2. Como a = 0,05 temos que Qg5 = 30,14.

3. Critério: Rejeitar Hy se Q,ps > 30,14

4. Calcular Q,s, dado por

5. Concluséo: como Q,,s = 29,07 < 30,14, a hipdtese nula ndo deve ser rejeitada. Ou seja, ndo ha
evidéncias de que a variancia do volume de enchimento exceda 0,01 onga fluida?.

Figura-23: Teste Unilateral a Direita 95% de Confianca..

obs —

_ (n-1s* _19(0,0153)

of 0,01

(n—1)s?

)

(n—1)s?
Qu

°)

e se o teste € unilateral a esquerda, o intervalo de confianca é dado por

)

Uma maquina de preenchimento automatico é utilizada para encher garrafas com detergente
liquido. Uma amostra aleatéria de 20 garrafas resulta em uma variancia da amostra do volume de
enchimento de snbsp; = 0,0153 onga fluida?. Se a variéncia do volume de enchimento exceder
0,01 ongas fluidas?, existira uma proporcdo inaceitavel de garrafas cujo enchimento nado foi
completo ou foi em demasia. Ha evidéncia nos dados da amostra sugerindo que o fabricante tenha
um problema com garrafas com falta ou excesso de detergente? Use a = 0,05 e considere que o

= 29,07

Regiéo de
aceitagdo
95%

Regido de rejeicdo

29,07 3014
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6. Vamos agora calcular o p-valor:
p —valor = P[Q > Q,ps] = P[Q > 29,07] = 0,064892

7.Como n = 20, s* = 0,0153 e Q95 = 30,14, segue que o intervalo de confianca para ¢ com 95%
de confianca é dado por
(n-— l)s

0,95

1C(0?%,95%) = ( ) (0,00964, )

EXERCICIOS PARA TREINAMENTO
Questéo 1

Uma empresa produz saquinhos de salgadinhos de 500g. Para verificar se a maquina de empacotar
esta trabalhando corretamente o controle de qualidade tomou uma amostra de 50 saquinhos, que
apresentou uma média amostral de 475g e desvio padrdo amostral de 30g. Os dados obtidos
proporcionam evidéncias suficientes para concluir que a maquina de empacotar ndo esta
trabalhando adequadamente (ou seja, a maquina empacota com pesos diferentes do proposto)?
Realize o teste com o = 0,01. Observando o problema acima assinale a alternativa que representa a
hipdtese nula e a hipodtese alternativa.

A) Ho: n=475g e Ha: n#475g.
B) Ho: u=475g e Ha: p>475g.
C) Ho: n=475g e Ha: u<475g.
D) Ho: u=500g e Ha: u= 500g.
E) Ho: u=500g e Ha: u <4759

Questso 2

Uma empresa produz saquinhos de salgadinhos de 500g. Para verificar se a maquina de empacotar
esta trabalhando corretamente o controle de qualidade tomou uma amostra de 50 saquinhos, que
apresentou uma média amostral de 475g e desvio padrdo amostral de 30g. Os dados obtidos
proporcionam evidéncias suficientes para concluir que a maquina de empacotar nao esta
trabalhando adequadamente (ou seja, a maquina empacota com pesos diferentes do proposto)?
Realize o teste com o = 0,01. Apds a realizacao do teste o que podemos concluir?

A) Rejeitamos a hipdétese nula. A maquina n&o esta trabalhando adequadamente.
B) N&o rejeitamos a hipdtese nula. A maquina nédo esta trabalhando adequadamente.

)
)
C) N&o rejeitamos a hipdtese nula. A maquina esta trabalhando adequadamente.
D) Rejeitamos a hipdtese nula. A maquina esta trabalhando adequadamente.

)

E) Nada podemos concluir.

Questéo 3

Pesquisadores de uma clinica de emagrecimento desejam comparar a eficacia de uma dieta com
exercicios contra uma dieta sem exercicios. Oitenta pacientes foram aleatoriamente selecionados e
divididos em dois grupos. O primeiro grupo, com 35 pacientes foi colocado no programa de dieta
com exercicios. O segundo grupo, com 45 pacientes, foi colocado no programa com dieta sem
exercicios. Os resultados com a perda de peso, em quilogramas, apoés 4 meses, foram: Grupo 1:
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média amostral de 8kg e desvio padrdo amostral de 1,5 kg. Grupo 2: média amostral de 8,2 kg e
desvio padrédo amostral de 1,8kg. Determine com o nivel de significancia de 0,05, se existe diferenca
entre os dois tratamentos. Observe o problema acima e assinale a alternativa que representa a
hipdtese nula e a hipdtese alternativa.

A) Ha: p1=p2 e Ho: p1 <p2
B) Ho: u1=p2 e Ha: p1>p2
C) Ho: u1=p2 e Ha: pl<p2
D) Ha: p1=p2 e Ho: p1 #pu2
E) Ho: p1=p2 e Ha: p1=u2

RESOLUCOES:
Resposta Quest&o 1
Gabarito:Letra D.

Resposta Questéo 2
Gabarito:Letra A.

Resposta Questdo 3
Gabarito:Letra E.
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Capitulo 4

Correlacao e Regressao
Linear



4.1 DEFINIGOES:
¢ REGRESSAO LINEAR

Em estatistica ou econometria, regresséo linear € uma equacé&o para se estimar a condicional (valor
esperado) de uma variavel y, dados os valores de algumas outras variaveis x.

¢+ CORRELACAO LINEAR

Em probabilidade e estatistica, correlagdo, dependéncia ou associagdo ¢é qualquer relagao
estatistica (causal ou ndo causal) entre duas variaveis e correlacdo é qualquer relacdo dentro de
uma ampla classe de relacdes estatisticas que envolva dependéncia entre duas variaveis.

Uma medida do grau e do sinal da correlacdo € dada pela covariéncia entre as duas variaveis
aleatdrias X e Y que é uma medida numérica de associacdo linear existente entre elas, e definida
por:

4.2 PARAMETROS IMPORTANTES:
4.2.1 COEFICIENTE DE CORRELAGAO LINEAR DE PEARSON:

Esse coeficiente serve para detectar padrdes lineares (n&o vale para os padrdes nao lineares).

. nyxy—Xxxy
nyx?—(Xx)?2nYy*— (X y)?

O valor de r estd sempre entre 1 e -1, ou seja -1<sr< 1.
Se r esta proximo de 1, ha uma forte correlagéo positiva.
Se r esta proximo de -1, ha uma forte correlagdo negativa.

Se r esta proximo de 0, n&o ha correlacédo linear.
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Exercicio 01

E esperado que a massa muscular de uma pessoa diminua com a idade. Para estudar essa relacéo,
uma nutricionista selecionou 18 mulheres, com idade entre 40 e 79 anos, e observou em cada uma
delas a idade (X) e a massa muscular (Y).

Massa muscular (YY) Idade (X)

82.0 71.0
91.0 64.0
100.0 43.0
68.0 67.0
87.0 56.0
73.0 73.0
78.0 68.0
80.0 56.0
65.0 76.0
84.0 65.0
116.0 45.0
76.0 58.0
97.0 45.0
100.0 53.0
105.0 49.0
77.0 78.0
73.0 73.0
78.0 68.0

Calcule o coeficiente de correlacdo linear entre X e Y.

(Denotamos as variaveis: Y = Massa Muscular e X = [dade n=18)

18 18 18

X =61.556Y =85 ZXE = 703622 Y? = 1333002 Y;X; = 91064
i=1 i=1 i=1

18 _
Sy =Y X7 —18(X || =70362-18(61,556) = 2157,460

i=1

1

—\2
S, =8 Y- 18(Y) =133300- 18(85)" = 3251

[ee]

-
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i(xi = X)(Y; =Y) ixm —18XY

L _ 91964 -18(85)(61556) _ _, g5

i=1
JS xSy VS Sy \/(2157,460)3250) ’

O resultado demonstra que existe uma forte correlagdo negativa.

Exercicio 02

Os dados a seguir correspondem a variavel renda familiar e gasto com alimentagao (em unidades
monetarias) para uma amostra de 25 familias.

Renda Familiar (X) Gasto com Alimentacao (Y)

3 1,5

5 2,0

10 6,0

10 7.0

20 10,0
20 12,0
20 15,0
30 8,0

40 10,0
50 20,0
60 20,0
70 25,0
70 30,0
80 25,0
100 40,0
100 35,0
100 40,0
120 30,0
120 40,0
140 40,0
150 50,0
180 40,0
180 50,0
200 60,0
200 50,0

(a)Calcular o coeficiente de correlagdo entre essas variaveis.

Denotamos as variaveis: Y = Gasto com Alimentacéo e X = Renda familiar
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— — 25 25 25
X =83,120Y = 26,660 Y X7 = 271934 > Y;> =24899,250 )Y, X; =80774,500
i=1 i=1 i=1

25
s > X.Y; —25XY
r=—2xX_ -4 =0,954
SXSY SXSY

O resultado demonstra que existe uma forte correlagao positiva.

4.2.2 CORRELACAO E CAUSA:

E importante salientar que o coeficiente de correlacdo define apenas o sentido da variacdo conjunta
das variaveis. A observacédo que duas variaveis tendem variar simultaneamente em uma direcao ou
em direcBes contrérias, onde os dados provavelmente indicariam uma correlacdo positiva ou
negativa, alta, ndo implicaria necessariamente na presenca de uma relacdo de causa e efeito entre
elas. Assim, na Figura 9 nota-se que existe uma correlacdo negativa entre o consumo de proteinas e
o coeficiente de natalidade. Entretanto, isto ndo implica em afirmar que um aumento no consumo de
proteinas determina reducéo da fertilidade. Portanto, uma correlacdo observada pode ser falsa
(correlacéo espuria), isto €, pode ser devido a uma terceira e desconhecida variavel causal.

Figura-24: Diagrama de dispers&o para o consumo individual diario de proteinas de origem animal e
a natalidade, em 28 paises

Natalidade (%)

Consumo de proteina (g)

4.2.3 REGRESSAO LINEAR: ESTIMAGAO DE PARAMETROS

Em experimentos que procuram determinar a relagc&o existente entre duas variaveis, por exemplo, a
dose de uma droga e a reacgdo, concentracdo e densidade o6tica, peso e altura, idade da vaca e a
producéo de leite, etc., dois tipos de situagdes podem ocorrer:

(a) uma variavel (X) pode ser medida acuradamente e seu valor escolhido pelo experimentador. Por
exemplo, a dose de uma droga a ser ministrada no animal. Esta variavel é a variavel independente.
A outra variavel (Y), dita variavel dependente ou resposta, esta sujeita a erro experimental e seu
valor depende do valor escolhido para a variavel independente. Assim, a resposta (reacao, Y) € uma
variavel dependente da variavel independente dose (X). Este é o caso da Regresséo.

(b) as duas variaveis quando medidas estéo sujeitas a erros experimentais, isto é, erros de natureza
aleatoria inerentes ao experimento. Por exemplo, produgao de leite e producéo de gordura medidas
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em vacas em lactagéo, peso do pai e peso do filho, comprimento e a largura do cranio de animais,
etc. Este tipo de associagdo entre duas variaveis constitui o problema da Correlagéo.

Atualmente, se da a técnica de correlagdo uma importancia menor do que a da regresséo. Se duas
variaveis estéo correlacionadas, € muito mais Util estudar as posi¢cdes de uma ou de ambas por meio
de curvas de regressédo, as quais permitem, por exemplo, a predicdo de uma variavel em funcéo de
outra, do que estuda-las por meio de um simples coeficiente de correlacéo.

¢ Regresséo linear simples

O termo regressado é usado para designar a expressédo de uma variavel dependente (Y) em funcéo
de outra (X), considerada independente. Diz-se regresséo de Y em (sobre) X. Se a relac&o funcional
entre elas € expressa por uma equacéo do 1° grau, cuja representacdo geométrica € uma linha reta,
a regressao é dita linear.

Para introduzir a idéia de regressao linear simples, consideremos o seguinte exemplo:

Tabela 6: Tempo, em minutos, e quantidade de procaina’' hidrolizada, em 10 moles/litro, no plasma

canino.
(Y)

2 3,5 7,0 4,0 12,3

3 5,7 17,1 9,0 32,5

5 9,9 49,5 25,0 98,0

8 16,3 130,4 64,0 265,7

10 19,3 193,0 100,0 372,5

12 25,7 308,4 144,0 660,5

14 28,2 394,8 196,0 795,2

15 32,6 489,0 2250 1062,8
Total 69 141,2 1589,2 767,0 3299,5

Tanestésico local

A simples observacédo dos dados apresentados na Tabela 5, mostra que no intervalo estudado a
quantidade de procaina hidrolizada varia em fungdo do tempo.

Na resolucdo de problemas de regresséo, o primeiro passo € tracar o diagrama de dispersdo
correspondente, marcando em um sistema cartesiano bidimensional os diversos pares de valores
observados (x;, y;). Os dados da Tabela 1 estdo apresentados na Figura 1.

Figura 24. Diagrama de dispersao dos dados da Tabela 6.

35 -
Y 30 1 .
25 1 *

20 A PS
15 |
10 .

*
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E facil ver observando essa figura, que os pontos relativos aos dados de tempo e quantidade de
procaina hidrolizada estdo praticamente sobre uma reta. Parece entdo razoavel estabelecer que a
variacdo da quantidade de procaina hidrolizada (Y) pode ser considerada como uma funcao linear
do tempo (X).

Postulada a existéncia de uma relagéo linear entre duas variaveis, pode-se representar o conjunto
de pontos (Xi ) yi) pela equacéo da reta:

y=oa+pBX+e¢

que expressa o valor de Y como funcédo do valor de X, onde g, conhecido como erro ou residuo, é a
distdncia que um resultado y em particular se encontra da linha de regressdo da populacéo,
representada pela equacéo:

E(y/X)=a+BX,

em que a indica o intercepto da linha com o eixo do Y e B o coeficiente angular ou inclinagdo da
reta.

Se € [y — E(y/x)] é positivo, y € maior do que E(y/x); se € negativo, y € menor do que E(y/x); e a soma

dos €;S éigual a zero (ZSi =0). Logo, a média dos erros é nula, isto &, E(Si) =0.

Como veremos a seguir, 0s parametros a € B da linha de regressédo da populagéo sao estimados a
partir da amostra aleatéria de observagdes (Xi Y, ).

Considerando, entdo, que observagbes X, X, ,..., X, sejam obtidas sobre a variavel independente
x, tal que Y{,¥Y5,..., Y sejam as observacdes feitas sobre a varidvel dependente y, todas sujeitas
a erros experimentais, pode-se querer saber como é que y varia, em média, para um dado x. Ou

seja, como os Y, variam aleatoriamente, deseja-se conhecer a distribuicdo do y quando x é

conhecido. Isto é feito por meio da esperanca condicionada de y dado x, simbolizada por E(y/x),
que depende em geral de x. E(y/x) € também chamada de funcéo de regressao de y em x.

A Figura 2 mostra as distribuicdes de y dados certos valores de x, supondo a fungdo de regressao
dey em x linear.

Modelo. A reta da Figura 2 ¢ simbolizada por E(Y/X) =a + B X, onde « e B s&o os parametros
a serem estimados.

Figura-25: Normalidade dos resultados y para determinado valor de x
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A partir de agora, se 0 modelo acima for desenvolvido num contexto paramétrico, uma hipotese
simplificadora e muito simples deve ser feita, a saber: a distribuicdo da variavel aleatéria y, para um

dado x, é normal. Mais especificamente, fixado um Xi(X ndo é uma variavel aleatéria), os ys

2
constituem variaveis independentes normais N(OL+BXi,G ); 0 que equivale dizer que as

médias das distribuicées de y/x estédo sobre a verdadeira reta Ol + BX ou seja, E(y) = E(a) + E(Bx))

+ E(g) = o + Bx, onde E(g) = 0, e que para um dado valor de x, a variancia do erro é sempre c°,
denominada variancia residual, isto é, E[y; — E(y/x)]* = E(s)? = o (propriedade homocedastica).
Estes conceitos estao ilustrados na Figura 2. A parte do fato que o> é desconhecido, a reta na qual
as médias estdo localizadas é também desconhecida. Assim, um objetivo importante da analise
estatistica é estimar os parametros a e B para que se conheca totalmente a funcédo de regressao
E(y/x). A teoria mostra que a melhor maneira de estima-los é por meio do método dos quadrados

minimos, que consiste em minimizar a soma dos quadrados das distancias Y; —Y,;, onde

§. =a+ bx, representa a equagdo de regressdo estimada, tal que a=a e b= ﬁ sdo os
estimadores de a e B, respectivamente.

Sendo, entdo, Y — 9i a diferenca entre o valor observado e o estimado pela equacgédo de
regresséo para cada observacéo, a qual é rotulada por e;, procura-se estimar a € 3, de modo que
Zeiz :Z(yi —yi)z seja 0 menor possivel. As diferencas e = Y; —yi séo chamadas

“desvios da regresséo” ou “erros de estimativas”. Se todos os desvios (e;) sdo iguais a zero, implica
gue cada ponto (x;, y;) se encontra diretamente sobre a linha ajustada; os pontos estao tdo préximos
quanto possiveis da linha.

Estimadores. Dado um conjunto de n pares de observagdes (x4, y1), (X2, Y2), ... , (Xn, Yn), pOde-se
mostrar usando métodos de calculo infinitesimal ndo utilizado aqui, que os estimadores de
quadrados minimos séo:

Z(Xi _X)(yi _y)a=&=*—bi

sz: Z:(Xi_x)2 /

Dividindo-se o numerador e o denominador de b por (n7- 7), vé-se que

D ¢ denominado coeficiente de regressao de Y em X; simboliza-se por by x

, = CovY) _ [Ea =D —yl/n-1
sz X(q—©?/m-1

Férmulas de calculo:

2 =X)(Yi —Y) =2 XY; —%n(zyl)
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S0 %= 3 - )

Note-se que, além da suposicdo da normalidade do y, outras hipdteses usadas pelo método de
minimos quadrados séo:

¢ para qualquer valor especifico de x, G o desvio padrdo dos resultados y, ndo se modifica.

yIx?
Esta hipdtese de variabilidade constante em todos os valores de x é conhecida como
homoscedasticidade, e

(b) a relagao (verdadeira) entre ye x € suposta linear; mais claramente, E(y/x) = a + Bx.

ny_Zny
— n
YX sz_(zrf)z

A férmula de calculo acima pode ser melhor trabalhada e ficaria expressa como:

b= nyx.y—Qx).2y)
 nXx? - (Zx)?

A

ea=y—bx . .. Y =a+bx
sendo a equacdo de regressao:

Para tracar a reta de regresséo, basta dar valores quaisquer para X dentro do intervalo estudado e

calcular os respectivos valores de Y (Figura 3). Os valores calculados de Y ndo coincidem
necessariamente com os valores observados de Y. A curva resultante é denominada de regresséo
de Y para X, visto que Y é avaliado a partir de X. O mais importante objetivo de um estudo de
regresséo € usar o modelo linear desenvolvido para estimar a resposta esperada correspondente a
um valor futuro.

¢ Coeficiente de Determinacéo: O coeficiente de determinagao, também chamado de R?, é uma
medida de ajustamento de um modelo estatistico linear generalizado, como a regressao linear,
em relacdo aos valores observados. O R? varia entre 0 e 1, indicando, em percentagem, o
quanto o modelo consegue explicar os valores observados. Quanto maior o R?, mais explicativo
€ o0 modelo, melhor ele se ajusta a amostra. Por exemplo, se o R?> de um modelo é 0,8234, isto
significa que 82,34% da variavel dependente consegue ser explicada pelos regressores
presentes no modelo.

Sendo:
SQE = Soma dos quadrados dos Erros.
SQT = Soma dos Quadrados Total Corrigida.

SQR = Soma dos Quadrados da Regresséo.

Sendo SQT = SQR + SQE ------ - SQR = SQT - SQE ----- >
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R2 = @ =1-— SQE _ .él ?:1(361' - x)Y;
SQT ~~ SQT 31, (¥ —Y)?

Ou seja, é a razdo entre a soma de quadrados da regressao e a soma de quadrados total. No
modelo com intercepto, podemos escrever

O 9 ot TC e 31 AR G 0} (9 T 3| S O BT C R 91 O

(=72 LG —E2 I, (6= V)2 T — B2 X, (Y — ¥)?

Notemos que
0<R*<1

O R? ¢, portanto, uma medida descritiva da qualidade do ajuste obtido. Em geral, referimo-nos ao
R? como a quantidade de variabilidade nos dados que é explicada pelo modelo de regresséo
ajustado. Entretanto, o valor do coeficiente de determinacao depende do numero de observacdes
(n), tendendo a crescer quando n diminui. Se n = 2, tem-se sempre R? = 1

O R2deve ser usado com precaucgio, pois € sempre possivel torna-lo maior pela adicdo de um
numero suficiente de termos ao modelo. Assim, se, por exemplo, ndo ha dados repetidos (mais do
que um valor y para um mesmo x) um polindbmio de grau (n - 1) dard um ajuste perfeito

R? = 1 para n dados. Quando ha valores repetidos, o R? ndo sera nunca igual a 1, pois 0 modelo
nao podera explicar a variabilidade devido ao erro puro.

Obs.: O Coeficiente de Determinacdo pode ser calculado simplesmente elevando o Coeficiente de
Correlagéo Linear de Pearson ao quadrado.

¢ Coeficiente de Determinacao Ajustado

Para evitar dificuldades na interpretacéo de R?, alguns estatisticos preferem usar o R2 (R? ajustado),
definido para uma equacao com 2 coeficientes como:

n—1
R = 1—(m)(1—R2)

Assim como o Coeficiente de Determinacdo R?, quanto maior RZ, mais a variavel resposta é
explicada pela regressora X.
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Um motorista deseja prever seus gastos com seu automoével em funcdo dos quildmetros que roda
por més.

Exercicio 03

3203 400 Estatistica de Regressao
3203 400 R mdultiplo 0,9931
2603 340 R-Quadrado 0,9862
3105 400 R-quadrado 0,9855
ajustado

1305 150 Erro padrao 127,51
804 100 Observagdes 23
1604 200

2706 300

805 100

1903 200

3203 400

3702 450

3203 400

3203 400

803 100

803 100

1102 130

3202 400

1604 150

1603 200

3203 400

3702 450

3403 440

Observando a tabela acima, percebe-se uma forte correlacéo entre as variaveis, onde R esta muito
proximo de 1. Quildmetros rodados explica 98% da variancia de gastos.

Exercicio 04 — Retornando aos dados do Exercicio 02

Os dados a seguir correspondem a variavel renda familiar e gasto com alimentagao (em unidades
monetarias) para uma amostra de 25 familias.
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Renda Familiar (X) Gasto com Alimentacéo (Y)

3 1,5

5 2,0

10 6,0

10 7,0

20 10,0
20 12,0
20 15,0
30 8,0

40 10,0
50 20,0
60 20,0
70 25,0
70 30,0
80 25,0
100 40,0
100 35,0
100 40,0
120 30,0
120 40,0
140 40,0
150 50,0
180 40,0
180 50,0
200 60,0
200 50,0

Denotamos as variaveis: Y = Gasto com Alimentacdo e X = Renda familiar

— — 25 25 25
X =83,120Y = 26,660 Y X7 = 271934 > Y;> =24899,250 )Y, X; =80774,500
i=1 i=1 i=1l

Obtenha a equacéo de regressdo do gasto com alimentagdo em fungao da renda familiar.

25 o
D XY, —25XY
7 - Sw _ & _ 807745 25(8312)(26,66) _ ) ¢
Sy Sy 271934 - 25(83,12)> '
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B, =Y — B, X =26,66-0,256(83,120) = 5,380

A reta de regresséo estimada da variavel Gasto de alimentacéo (Y) em funcdo da Renda familiar (X)
é

Y =5380+0,256X

Qual o significado pratico do valor da inclinac&o da reta de regressao do item (c)?

O valor ﬂl =0,256 significa que estima-se que para cada aumento de uma unidade monetaria da
renda familiar ocorre um acréscimo em média de 0,256 unidades no gasto

EXERCICIOS PARA TREINAMENTO
Questao 1

Uma agéncia de turismo estudou a demanda de passagem sem relacéo a variagédo do preco de
venda e obteve os valores da tabela a seguir:

Prego de Venda (x) 33 25 24 18 12 10 8 4
Demanda de Passagens (y) 300 400 500 600 700 800 900 1000
Preco de Venda (x) 33 25 24 18 12 10 8 4
Demanda de Passagens (vy) 300 400 500 600 70 800 900 1000

Preencha a tabela a seguir e calcule o coeficiente de correlagao linear por meio da férmula do
coeficiente de correlacéo de Pearson.

X y x.y X y
Total
R=-0,62
Questso 2

Uma agéncia de viagens realizou um estudo sobre as passagens de avido que vendeu nos ultimos
meses e a soma de horas trabalhadas por todos seus funcionarios (lembre que o nimero de
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funcionarios ¢ variavel). Calcule o coeficiente de correlacao linear pelo coeficiente de correlacdo de
Pearson.

Horas Trabalhadas Passagens
X y
Janeiro 1378 154
Fevereiro 1292 146
Margo 1146 110
Abril 854 98
Maio 973 105
Junho 996 118
Julho 1241 143
Agosto 1208 105
Setembro 1045 112
Total
R=0,8227
Questéo 3

Considere os valores da tabela a seguir e calcule o coeficiente de correlagao linear por meio da
férmula do coeficiente de correlacédo de Pearson.

R=0,8464

Questso 4

Como resultado de um experimento foram obtidos os seguintes valores para a funcéo f(x)

F(x) 10 9 7 5 4 3 0 -1

Determinar qual é a melhor reta g(x)=ax+b, que ajusta esses pontos através do método da
Regresséo Linear

Lembre que:

Z?— 1 l— i= i
B

i=1%X1 l 1x1

r:y =-1,6071 + 8,6427
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Questdo 5
Dada a tabela de pontos experimentais:

F(x) 2,2 3,3 4,2 5,1

6,3

Obtenha a reta que melhor ajusta os pontos através do método da Regresséo Linear.
Ry=x+122
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